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CLAUS HEIDEMANN

Die Vorausberechnung des Pkw-Bestandes in den GroBstidten

unter Verwendung des Zipfschen Gesetzes

1 Allgemeines

Zur Vorausberechnung des Pkw-Bestandes in der BRD
sind in der letzten Zeit mehrere Verdffentlichungen erschie-
nen (vgl. Lit. bei [1]). Im Gegensatz zum amtlichen Ver-
fahren [2] haben sich die meisten Autoren fiir die Verwen-
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Abb. 1: Anteil der Gruppe der Grofistidte an der Einwobner-

zahl und am Pkw-Bestand der Bundesrepublik Deutschland

(Grofistadte: alle Stiadte der Bundesrepublik mit mebr als 100 000
Einwobnern)

1960 1965

dung der Logistischen Funktion entschieden. In mehreren
Arbeiten des Instituts fiir Stadtbauwesen der TH Braun-
schweig wurde diese Methode auch fiir die Vorausberech-
nung des Pkw-Bestandes kleinerer Gebietseinheiten verwen-
det ([3], [4]). Zur Kontrolle der Einzelprognosen wurden
dabei stets Prognosen groflerer Gebiete herausgezogen. Da-
bei zeigte sich in vielen Fillen, dafl nicht nur die Teilbereiche
in festen Verhiltnissen zum Grofibereich stehen, sondern die
Elemente der Teilbereiche auch untereinander durch eine
stabile Ordnung verkniipft sind.

Fiir einen besonders interessierenden Teil der Bundes-
republik — die Gruppe der Grofistidte (Stidte mit mehr als
100000 Einwohnern) — soll im folgenden die Vorausberech-
nung des Pkw-Bestandes durchgefiihrt werden. Wegen der
innerhalb dieser Gruppe herrschenden Gesetzmifigkeit kon-
nen dann aus der Gruppenprognose auch Vorhersagewerte
fiir Einzelstidte abgeleitet werden.

2 Vorausberechnung des Pkw-Bestandes fiir die Gruppe
der Grofstidte

Der Anteil der in den Grofistidten der Bundesrepublik
(ohne Berlin) gemeldeten Pkw am Gesamtbestand der BRD
sinkt seit 1958 stetig (Abb. 1). Es ist damit zu rechnen, daf§
diese Entwicklung anhalten wird, bis der Anteil der Pkw
etwa dem Anteil der Einwohner entspricht. Als Asymptote
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diirfte fiir diesen Fall ein Wert von etwa 309 durchaus
realistisch sein. Legt man einen fiir 1980 in ‘der BRD zu
erwartenden Bestand von 16870000 Pkw + Kombi zu-
grunde [1], so entspricht dies einer Zahl von etwa 5100000
Pkw + Kombi in den Grofistidten.

Ein dhnlicher Wert (5167 000 Pkw + Kombi) ergibt sich
auch bei einer Vorausberechnung mit Hilfe der Logistischen
Funktion

5 5312000
"1+ 13.961 exp (— 0.22184 - 1)

mit
Bi: Bestand an Pkw + Kombi in den Grof3stidtender BRD;
t = o fiir 1952.

Die Ubereinstimmung zwischen errechneten und tatsich-
lichen Werten (Tab. 1) ist um so bemerkenswerter, als in
dem allgemeinen Trend der Zunahme des Pkw-Bestandes
die Aufnahme weiterer Stidte in die Gruppe der Grof3-
stadte im Laufe des Beobachtungszeitraumes enthalten ist:
so hat sich die Zahl der Grofistidte von 49 (1953) auf 55
(1964) erhoht.

3 Vorausberechnung des Pkw-Bestandes fiir einzelne Grof-
stidte mit Hilfe des Zipfschen Gesetzes

Voraussetzung fiir die Aufteilung des vorausberechneten
Bestandes auf die einzelnen Stidte ist das Auffinden eines
moglichst stabilen Ordnungsgesetzes fiir die Elemente der
Gruppe. Ein derartiges Gesetz wurde erstmals von Karl
Zipf [5] im Rahmen linguistischer Untersuchungen fiir den
Zusammenhang zwischen der Rangzahl R und der Hiufig-
keit P der nach der Hiufigkeit ihres Auftretens geordneten
Worter einer Sprache entdeckt.

Das Hyperbelgesetz
R - P4= const. = C,
das in seiner logarithmierten Form
log R + q-log P =log C

mit R: Rangziffer eines Elementes in der nach der Gréfle
geordneten Reihe der Elemente

P: Wert des Elements

q: Exponent = Steigungsmafl der Geraden

C: Konstanter Wert = Durchstoflpunkt der Geraden

- durch die P-Achse
in Potenzpapier leicht als Gerade darzustellen ist, wurde
von Zipf selbst bereits fiir geographische Probleme (Ein-
wohnerzahl und Rangziffer der Gemeinden eines Landes)
verifiziert. Als Exponent ergab sich dabei in sehr vielen
Fillen q = 1.

Der Exponent q = 1 ist auch mit hinreichender Genauig-
keit fiir die Einwohnerzahl-Rangziffer-Beziehung der Ge-
meinden = 20000 EW im Bereich der BRD anzusetzen
(Abb. 2). Lediglich die-zehn grofiten Stidte weichen stark

Tabelle 1:

Vergleich der tatsichlichen Entwicklung des Bestandes
an Pkw + Kombi in den Grofistidten der Bundesrepublik
(obne Berlin) mit den nach der Logistischen Funktion
errechneten Werten sowie Prognosewerte bis 1980

Tatsichlicher Rechnerischer .

Jahr - Bestand Bestand Ab‘{ﬁ;ﬁ‘““g

[Pkw + Kombi] | [Pkw -+ Kombi] .
1953 435526 436 007 +0,1
1954 535 992 533 424 -0,5
1955 642 208 649 707 1,2
1956 788 042 787 164 -0,
1957 953 705 947 790 - 0,6
1958 1126770 1132985 +0,6
1959 1319 256 1343 231 +1,8
1960 1572 805 1577 761 +0,3
1961 1 837 989 1834 315 - 0,2
1962 2133 262 2109 026 -1,1
1963 2 410 955 2396 527 —-0,6
1964 2 693 807 2690303 - 0,1
1965 — 2983 000 —
1970 — 4 224 000 —
1975 — 4 896 000 —
1980 — 5167 000 —

von der Geraden ab; ihre Einwohnerzahlen sind — gemes-
sen an ihren Rangziffern — zu niedrig. Allerdings kann diese
Erscheinung, die sich von 1875 bis 1962 fast iiber 90 Jahre
erhalten hat, als Hinweis auf die Stabilitdt des Ordnungs-
schemas gewertet werden. i

Ein Analogon zur Rangziffer-Einwohner-Beziehung ist
die Beziehung zwischen Rangziffer und Pkw-Bestand
(Abb. 3) der Groflstidte im Bereich der BRD. Der Zusam-
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Abb. 2: Beziebhung zwischen Stadtgréfle und Rangziffer der
Stadte mit mebr als 20000 Einwohnern im Bereich der Bundes-
republik 1875 und 1962
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menhang ist durchweg nicht so straff wie in Abb. 2, doch ist
ein allmihliches Angleichen an die Gerade erkennbar. Das
typische Verhalten der Stidte mit Rangziffern <10 der Ein-
wohner-Rangziffer-Beziehung wiederholt sich fiir die Pkw-
Bestinde. Auffillig ist ferner das Zuriickbleiben des letzten
Bereichs (Rangziffern >N —5), doch ist die zeitliche Ten-
denz zum Angleichen an die Gerade deutlich (Vergleich 1928
bis 1964). Das Aufholen der Stidte hoher Rangziffer ist ein
Kennzeichen der Homogenisierung der riumlichen Pkw-
Verteilung, die auch in den seit 1958 gegeniiber den Grofi-
stidten hoheren Zuwachsraten der Kleinstadte und Land-
kreise festzustellen ist. Es darf angenommen werden, dafl
die Pkw-Verteilung sich im Laufe der Zeit der Einwohner-
verteilung (Abb. 2) anpassen wird.

Die Verwendung des Zipfschen Gesetzes zu Zwecken der
Vorausberechnung setzt jedoch voraus, dafl folgende drei
Bedingungen erfiillt sind:

(1) Die Rangstruktur muf} ausreichend stabil sein.
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Abb. 3: Beziehung zwischen Pkw-Bestand und Rangziffer
fiir die Grofistidte im Bereich der Bundesrepublik

(2) Die Abweichungen der Einzelwerte von der Ausgleichs-
geraden miissen ausreichend klein sein.

(3) Die Lage der Ausgleichsgeraden mufl aus typischen
Gruppenwerten (Totalwert, Mittelwert usw.) abschitz-
bar sein.

3.1 Stabilitit der Rangstruktur

Als Mafl fiir die Konstanz der Reihenfolge kann der
Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman benutzt wer-

den [6]. Danach ist

3l 2

6-chi
Bhoseom V=1
N(N—1)(N4-1)

mit Rho: Rangkorrelationskoeffizient, — 1 < Rho < 1
di:  Differenz der Rangziffern des Wertes i
N:  Anzahl der Werte.

Rho =1 bedeutet dann eine im Laufe der Jahre unver-
inderte Reihenfolge, Rho =0 das Fehlen eines Zusam-
menhanges und Rho = —1 die Umkehrung der urspriing-
lichen Reihung.

Fiir den Zeitraum 1928—1938, der besonders durch Rang-
verschiebungen der Ruhrgebietsstidte infolge groferer Ein-
gemeindungen gekennzeichnet ist, errechnet sich Rho = 0,87
(N = 32). Fiir den Zeitraum 1952—1964 ergibt sich Rho =
0,88 (N = 44), und bei einem Vergleich iiber 36 Jahre (1928
bis 1964) ist immer noch ein Rho = 0,83 (N = 32) vorhan-
den. Da alle Werte auf dem 99,9 %/s-Niveau gesichert sind,
kann die Rangstruktur als ausreichend stabil angesehen
werden.

Dieses fiir die Gruppe der Grofistidte giiltige Ergebnis
besagt jedoch nicht, daf die Rangziffer der Einzelstadt nicht
starken Schwankungen unterliegen kann. Das gilt insbeson-
dere fiir einige Ruhrgebietsstidte (Gelsenkirchen: R
(1928) = 27, R (1938) = 34, R (1964) = 18; Oberhausen
R 1928) = 32, R (1918) = 39, R (1964) = 23), wihrend
Stidte wie Braunschweig (R (1928) = 16, R (1938) = 18,
R (1964) = 19) und Karlsruhe (R (1928) = 15, R (1938)
=19, R (1964) = 16) relativ stetige Rangziffern aufwei-
sen. Fiir die Vorausberechnung ist es also erforderlich, fiir
jede Stadt die mutmafliche kiinftige Rangziffer im Kollek-
tiv der Grofistadte abzuschitzen. Gerade das Einordnen der
Einzelstadt in die Gruppe diirfte andererseits wertvolle
Riickschliisse auf die mdgliche Einzelentwicklung erlauben.

3.2 Aufsuchen der optimalen Ausgleichsgeraden

Nimmt man die Steigung der Geraden mit q = 1 als
gegeben an, so reduziert sich die Aufgabe auf das Bestim-
men des Durchstoflpunktes C. Wegen der systematischen
Abweichungen in den Bereichen R <8 und R>N—5 ist
es nicht moglich, die tibliche Abschitzung von

N N
C=>"P [ YR
i=1 i=1
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Tabelle 2:

Mittelwert (obere Zahl) und Strewung (untere Zahl)
der Abweichungen der tatsichlichen Werte von den
nach verschiedenen Verfabren berechneten Werten im Bereich

8<RSN—S

Mittelwert und Streuung der prozentualen
Abweichungen bei Verwendung des Verfahrens

(1) @ | 0 (4)

| () 6] | (%) [%0]

1953 =337 +3,76 — 5,64 —0,94
+ 4,91 + 4,09 +6,07 + 4,08

1954 -0,19 + 6,97 — 6,25 + 0,72
+3,72 + 4,18 +6,19 +3,42

1955 — 4,08 +2,86 — 6,91 +0,72
+5,43 +3,52 + 6,61 +3,52

1956 —837 —1,60 - 6,38 +0,38
+7,388 + 4,84 +7,26 + 4,06

1957 —7,14 — 0,45 — 5,64 +0,92
+38,29 + 4,85 +7,54 + 4,36

1958 —6,25 + 0,40 —2,04 + 4,97
+ 6,59 +3,62 + 4,42 +3,53

1959 - 5,98 + 0,64 — 0,09 + 2,01
+5,87 * 3,31 + 3,40 + 3,44

1960 —3,67 +3,01 + 3,64 + 2,24
+ 4,67 +3,70 +3,90 +3,47

1961 — 4,93 +1,63 +3,38 +2,37
+5,38 +336 +3,99 +3,58

1962 — 4,47 +2,06 + 4,11 + 2,68
+ 4,9 +3,57 + 4,47 +3,75

1963 —5,54 +0,86 + 3,68 +2,80
+5,23 +3,63 + 4,30 + 4,06

1964 — 8,53 —2,33 + 2,90 + 2,94
+5,94 +3,81 +3,65 +3,67

zu benutzen. Wenn auch in Analogie zur Einwohner-Rang-
ziffer-Beziehung angenommen werden darf, dafl im Laufe
der Zeit das starke Ausscheren der Punkte mit R >N —5
verschwinden wird, so wird die Asymmetrie der Verteilung
infolge Abknickens der Punkte mit R <8 erhalten bleiben.
Diese Asymmetrie zeigt sich deutlich bei einem Vergleich
von arithmetischem Mittel und Median; die Rangziffer des
Mittelwertes liegt durchschnittlich um 11 Rangstufen unter-
halb der des Medians. Allerdings ist die Beziehung zwischen
beiden Werten sehr eng (Abb. 4). Die lineare Regression
fithrt auf

X’ =759 + 0,55 %

mit x’: Median der Verteilung x> = P[IN/2] 1 N
x: arithmetisches Mittel der Verteilung X= — ) X;
i=1
Das Bestimmtheitsmaf ist mit B = 0,99 sehr hoch.

Zur Auswahl der ,besten Ausgleichsgeraden wurden
mehrere Verfahren durchgerechnet, um an Hand der gering-
sten Abweichungen die Entscheidung fiir eine Prognose-
gerade treffen zu konnen, Dabei sollte besonders der Be-
reich 8 <R <N —5 beriicksichtigt werden, da Prognose-
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Abb. 4: Beziehung zwischen arithmetischem Mittel (X)
und Median (x') des Pkw-Bestandes in den Grofstidten
der Bundesrepublik 1953-1964

daten aus der Geradengleichung ohnehin nur fiir diesen
Bereich ableitbar sind.

Die vier gepriiften Verfahren zur Abschitzung von C
sind:

(1) Berechnung aus dem Mittelwert x :

1 =N 1
C=x§—0

(2) Berechnung aus dem Mittelwert x :

C2=x (I:I — 11)
2
(3) Berechnung aus dem Median x’:
N
C3=xs 5

(4) Berechnung aus dem mittleren Kurvenverlauf im Be
reich 10 <R < 30:

Ein Vergleich der Rechenergebnisse mit den tatsichlichen
Werten an Hand von Mittelwert und Streuung der prozen-
tualen Abweichungen (Tab. 2) zeigt, daf sich die mittleren
Abweichungen insbesondere bei den Verfahren (2), (3) und
(4) innerhalb zulissiger Bereiche bewegen. Die Entscheidung
fiir eines dieser Verfahren ist leichter zu treffen, wenn die
Varianzanalyse die statistisch gesicherte Ungleichwertigkeit
der Verfahren nachweist. Wegen der zeitlichen Komponente
in der Datenmenge wird ein verteilungsfreier Test (Fried-
man-Test, [6]) benutzt. Danach kann fiir Mittelwerte
(V=15,7) und Streuungen (V= 22,0) die Nullhypothese
(Gleichwertigkeit aller Verfahren) auf dem 99,5 9/o-Niveau
(r* = 12,8 fiir f = 3) abgelehnt werden. Aus den Werten der
Berechnung ergeben sich die Verfahren (2) und (4) als die
gleichwertig besten.
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PARAMETER C2
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Abb. 5: Beziehung zwischen dem Parameter C2 und dem
Gesamtbestand an Pkw in den Grofstidten der Bundes-
republik 1953-1964

3.3 Abschitzen des Parameters C aus Gruppenwerten

Der Wert von C2 ist aus dem Totalwert der Gruppe
dann unschwer zu bestimmen, wenn iiber die Verinderung
von N ebenfalls Annahmen gemacht werden kdnnen:

N ©
C2= x(~-—11)= (0,5—11/N)-Z P,
2 ; i=1

Dies bedeutet jedoch eine zusitzliche Schwierigkeit, ob-
wohl andererseits ein geringer Fehler von N keine grofien
Auswirkungen hat.

Einfacher diirfte die Abschitzung von C2 und C4 aus
dem Totalwert der Gruppe sein, da beide Werte mit der
Gruppensumme durch eine einfache lineare Beziehung ver-
bunden werden konnen (Abb. 5 und 6). Damit ist auch die
letzte Voraussetzung fiir die Verwendung des Zipfschen
Gesetzes als Verteilungsmodell fiir Prognosezwecke erfiillt.
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Abb. 6: Beziehung zwischen dem Parameter C4 und dem
Gesamtbestand an Pkw in den Grofistidten der Bundes-
republik 1953-1964

Tabelle 3:

Prognosewerte der Parameter C2 und C 4 zur Abschitzung
der Einzelwerte

Pkw-Bestand | Parameter des Zipfschen Gesetzes

Jahr der Grofistidre C2 C4

[Pkw + Kombi] [Pkw -+ Kombi] | [Pkw -+ Kombi]
1965 2983 000 891 000 850 000
1970 4 224 000 1261 000 1 204 000
1975 4 896 000 1462 000 1395 000
1980 5167 000 1 542 000 1472 000

3.4 Berechnung der Prognosewerte fiir Einzelstidte

Aus den vorausberechneten Werten der Tabelle 1 lassen
sich die Parameter C2 und C4 nach den Gleichungen der
Abb.5 und 6 errechnen (Tab.3). Da keine der beiden
Schitzmethoden als eindeutig iiberlegen anzusehen ist, wer-
den die mutmafllichen Geraden durch den zwischen ihnen
liegenden Bereich ersetzt (Abb. 7). Die Bereichsgrenzen kon-
nen dann als untere und obere Grenze der Prognosewerte
interpretiert werden. Fiir die Stidte mit Rangziffern R <8
wurde in Abb. 6 die Punktreihung der letzten Jahre, die
zwar stark von der Geraden abweicht, in sich aber durchaus
stabil ist, auch fiir die Prognosejahre eingetragen.

Die Ableitung von Bestandsprognosen fiir Stidte mit
Rangziffern 8 <R <50...60 kann so vor sich gehen, dafl
die Rangziffer einer Stadt fiir den Prognosezeitraum an
Hand der bisherigen Rangzifferentwicklung oder einer Ein-
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Abb. 7: Prognosewerte der Beziehung Pkw-Bestand — Rang-
ziffer fiir die Grofistidte der Bundesrepublik
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Tabelle 4:

Prognosewerte fiir die Stadt Braunschweig

Bestand an Pkw -+ Kombi
Jahr nach Schitzung
() (b)
1965 42/500-44 500 43 500
1970 60 30063 100 61 400
1975 69 800-73 200 71 000
1980 73 700-77 100 75 000

(a) Hochrechnung der Gruppe der Grofistidte nach der Logisti-
schen Funktion und Verteilung nach dem Zipfschen Gesetz

(b) Hochrechnung des Pkw-Bestandes nach der Logistischen
Funktion [4]

wohnerprognose abgeschitzt wird. Division der C-Werte in
" Tab. 3 durch die Rangziffer ergibt dann den wahrschein-
lichen Bestand an Pkw + Kombi. Fiir die Stadt Braun-
schweig z.B., deren Rangziffer seit 1953 leicht steigende
Tendenz zeigt, ergeben sich fiir R = 20 die Schitzwerte der
Tab. 4. Die Ubereinstimmung der Ergebnisse darf als be-
friedigend angesehen werden.

4 Zusammenfassung

Ausgehend von der Beschreibung des Zusammenhanges
zwischen Einwohnerzahl und Rangziffer der Stadte > 20000
Einwohner im Bereich der Bundesrepublik durch das Zipf-
sche Gesetz, kann nachgewiesen werden, daf} dieses Gesetz
auch fiir die Beziehung zwischen Pkw-Bestand und Rang-
ziffer der Stidte > 100000 Einwohner gilt. Die wesent-
lichen Bedingungen zur Anwendung des Gesetzes fiir Zwecke
der Vorausberechnung, nimlich :

(1) Stabilitit der Rangstruktur,
(2) Einhalten eines zuldssigen Fehlerbereiches,
(3) Abschitzen des Lageparameters aus Gruppendaten,

konnen als hinreichend erfiillt gelten. Aus der Prognose des
Gesamtbestandes an Pkw in der BRD bis 1980 kénnen da-
mit Prognosewerte des Pkw-Bestandes einzelner Grof3stidte
abgeleitet werden.

Diese Methode erlaubt die Prognose fiir eine Stadt auch
dann, wenn eindeutige Ausgangsdaten bzw. die der Ent-
wicklung aus der Vergangenheit nicht vorliegen. Ublicher-
weise wird man die Voraussage der kiinftigen Entwicklung
auf gemessenen Daten aufbauen und mit eigenen mathema-- .
tischen Methoden ermitteln ([1], [2]). Aber auch dann hat
die Anwendung des Zipfschen Gesetzes in vorstehend be-
schriebenen Verfahren noch Bedeutung, indem auf diese
Weise eine unabhingige Kontrolle der errechneten Werte
moglich ist.
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